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Введение
В этом учебном году на факультативном занятии по математике мы рассматриваем тему «Уравнения и их решения», меня заинтересовала эта тема и я выполнила проект по ней. На занятиях нами рассматриваются решение уравнений различных видов, приёмы решения уравнений. Знания, полученные при выполнении данного проекта, помогут мне в дальнейшем при сдаче экзаменов.
Я поставила перед собой цель: сформировать представлений о преобразованиях уравнений, в систематизации и расширении знаний об уравнениях.

Для раскрытия темы моей исследовательской работы были поставлены следующие задачи: 

·  научиться применять различные преобразования при решении уравнений;

·  научиться пользоваться справочной литературой

·  научиться кратко излагать свои мысли, уметь аргументировано доказать свою точку зрения.
В ходе самостоятельных исследований у нас возникли проблемы, которые мне необходимо было решить: 
· Возможно ли, применять уравнения в различных областях науки и техники? 
· Как можно преобразовывать уравнения, чтобы привести к очевидности дальнейшего решения?
Аннотация проекта: 

В ходе изучения проекта постигается понимание значения математической науки для решения уравнений, возникающих в теории и практике, их применимость во всех областях человеческой деятельности.Уравнения имеют значительное применение в различных дисциплинах. Кроме того, они могут использоваться как средство расширения и развития математических способностей обучающихся.
При написании работы передо мной возникли вопросы:

Возможно, применять уравнения в различных областях науки и техники? 

Как можно преобразовать уравнение, чтобы прийти  к очевидности дальнейшего решения?
В  ходе работы я ответила на данные вопросы, т. е. справилась с поставленной проблемой.
Методы исследования 

· изучение и анализ научной литературы;

· метод индуктивного обобщения, конкретизации.
1. Общие сведения об уравнениях

Определение 1. Уравнением с одной переменной х называется выражение 
[image: image1.wmf](
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, содержащее переменную величину х и равенство.
Определение 2. Число a называется корнем (или решением) уравнения 
[image: image2.wmf](
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, если при подстановке этого числа в уравнение получается верное числовое равенство.
Замечание. Важно понимать, что решение – это ЧИСЛО, например, 15 или 
[image: image3.wmf]2

, поэтому ответ при решении уравнения должен содержать именно числа, а не выражения, уравнения и т. п.
Определение 3. Решить уравнение – значит найти все его корни или доказать, что их нет.

Определение 4. Уравнения 
[image: image4.wmf](
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 называются равносильными, если любой корень первого уравнения является корнем второго уравнения и наоборот, или оба эти уравнения не имеют решений. Равносильность уравнений записывается так: 
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. Знак 
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 - знак равносильности.
Уравнение 
[image: image8.wmf](
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 может оказаться проще уравнения 
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, а так как оно имеет те же корни, что и исходное уравнение 
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, то его и нужно решать.

Сформулируем несколько правил преобразования уравнений.

К равносильным уравнениям приводят равносильные преобразования. Например, такие: 

1) перенос любого члена из одной части уравнения в другую с противоположным знаком;

2) умножение и деление обеих частей уравнения на одно и то же число, отличное от нуля;

3) умножение и деление на одно и то же алгебраическое выражение, определённое при любых значениях, входящих в него букв, которое не обращается в нуль. 

Равносильных (как и неравносильных) преобразований существует  великое множество:
·  преобразования (раскрытие скобок, освобождение от знаменателя, приведение подобных членов, возведение уравнения в нечетную натуральную степень и т. д.), 

· разложения на множители (формально этот приём относится к преобразованиям, но, так как он довольно часто встречается), 

· введения вспомогательных неизвестных.

Пример 1. 
[image: image11.wmf].
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Пример 2. Уравнения 
[image: image12.wmf]0
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 - равносильны, поскольку имеют одинаковые корни 
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Пример 3. Уравнение 
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, так как оба они не имеют решений на множестве действительных чисел.

Равносильные уравнения  иногда называют эквивалентными.

Если уравнения 
[image: image17.wmf](
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 имеют одинаковые решения на числовом множестве Х, то они называются равносильными на множестве Х.
1. Общие приёмы решения уравнений

2.1. Разложение выражений на множители

Изучение приёмов преобразования уравнений начнём с обсуждения того, как можно разлагать на множители выражения, входящие в данное уравнение. Разложить многочлен на множители, значит представить его в виде произведения двух (или более) других многочленов. При этом используются формулы сокращённого умножения и некоторые специальные приёмы разложения на множители. Перечислим теперь некоторые наиболее распространённые приёмы разложения многочленов, как наиболее простых алгебраических функций, на множители.

2.2. Вынесение общего множителя за скобку

В том случае, когда все члены многочлена имеют один и тот же общий множитель, его можно вынести за скобку, получая тем самым разложение многочлена.

Пример 4.  Разложить на множители многочлен x5 – 2x3 + x2.
Решение. x5 – 2x3 + x2 = x2 (x3 - 2x + 1)

Ответ:  x2 (x3 - 2x + 1)
В данном примере имеется общий множитель x2, который мы выносим за скобки. 
1.3. Применение формул сокращённого умножения
Формулы сокращения довольно эффективно применяются при разложении многочлена на множители. Полезно помнить следующие формулы: 
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Пример 5. Разложить на множители многочлен (x – 2)2 – (3x + 1)2.
Решение. 
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Ответ: 
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В примере можно применить формулы квадрата разности и квадрата суммы, затем выполнить такие преобразования, как раскрытия скобок, приведение подобных.

2.4. Применение выделения полного квадрата

Метод выделения полного квадрата является одним из наиболее эффективных методов разложения на множители. Суть его состоит в выделении полного квадрата и последующего применения формулы разности квадратов. Поясним сказанное на примере.

Пример 6.  Разложить на множители многочлен x4 + 4x2 + 3.
Решение.  
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Ответ: 
[image: image29.wmf](
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Это преобразование также относится к разложению на множители при помощи выделения квадрата суммы.
2.5. Группировка

Метод группировки слагаемых, как правило, применяется совместно с другими методами разложения на множители и чаще всего с методом вынесения за скобки. Суть метода состоит в том, что все слагаемые данного многочлена перегруппировываются таким образом, чтобы в каждой группе, возможно после вынесения общего множителя за скобки, образовалось бы одно и то же выражение. Это выражение можно также вынести за скобки как общий для всех групп множитель.

Пример7.  Разложить на множители 
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Решение.  
[image: image31.wmf](
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Ответ: 
[image: image33.wmf](
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Данные преобразования применимы в решении уравнений. При их применении приводим уравнения к очевидности дальнейшего решения, поэтому в своей исследовательской работе мы на данные приёмы преобразования особое внимание.
3. Виды уравнений  
3.1. Линейное уравнение
Определение 5. Уравнение вида ax + b = 0, где x − переменная, a и  b − некоторые действительные числа, называется уравнением степени не выше первой.
Если a = b = 0, то решением уравнения ax + b = 0 является любое число.

Если a = 0 и b ≠ 0, то уравнение корней не имеет.

Определение 6. Если a ≠ 0, то уравнение ax + b = 0 называется  линейным и имеет ровно одно решение 
[image: image34.wmf]a
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Пример 9. Решите уравнение x – 1 = 0.

Решение. Корнем этого уравнения является число 1, поскольку при подстановке вместо x этого числа получается верное числовое равенство.

Ответ: 1
Пример 10. Решите уравнение 0 ∙ x + 1 = 0.
Решение.
[image: image35.wmf]0
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Это уравнение не имеет решений, поскольку ни при каких значениях переменной (которая, очевидно, явно не входит в уравнение) равенство 1 = 0 не имеет место.

Ответ: нет решений
Пример 11. Решите уравнение 0 ∙ x + 1 = 1.

Решение. Имеем  
[image: image36.wmf]1
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Решением этого уравнения является любое действительное число. В самом деле, при любом значении переменной равенство 1 = 1 является верным. 

Ответ:  x − любое число.
Пример12. 
[image: image37.wmf].
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Пример13. 
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Пример 14. Решим уравнение 
[image: image40.wmf](
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Решение.
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Уравнение имеет одно решение.

Ответ: 
[image: image42.wmf]5
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Пример 15. Решим уравнение 
[image: image43.wmf](
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[image: image44.wmf]7
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Полученное уравнение не имеет корней. Значит, и уравнение 
[image: image45.wmf](
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Ответ: корней нет
В данном пункте я заостряю внимание на линейные уравнения, которые имеют одно решение, любое число и не имеет корней, доказываю данные случаи на примерах.

3.2. Квадратное уравнение 
Определение 7. Уравнение вида ax2 + bx + c = 0, где x − переменная, a, b и c − некоторые действительные числа, называется уравнением степени не выше второй.
Если a = 0, то уравнение примет вид bx + c = 0 и будет уравнением степени не выше первой, которое рассмотрено выше.
Определение 8. Если a ≠ 0, то уравнение рассматриваемого вида называется квадратным уравнением (или уравнением второй степени).

Обозначим f (x) = ax2 + bx + c и зададимся целью решить уравнение 
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Следующим существенным шагом является извлечение арифметического квадратного корня из обеих частей полученного уравнения, но поскольку дискриминант может иметь разные знаки, то возникает три случая:

· если D < 0, то действительных корней нет; 

· если D = 0, то корни совпадают и равны 
[image: image49.wmf]a
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· если D > 0, то, извлекая корень, получим 
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Это и есть формула для решения квадратного уравнения. Уравнения, у которых второй коэффициент является чётным числом, формулу корней удобно записывать в другом виде. 
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2

2

=

+

+

c

kx

ax

. Найдём по дискриминанту 
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Квадратные уравнения также можно решить по теореме Виета.

Теорема Виета. Сумма корней приведённого квадратного уравнения равна второму коэффициенту, взятому с противоположным знаком, а произведение корней равно свободному члену.

Ещё один из способов решения квадратного уравнения: выделение квадрата двучлена.  Покажем данные способы решения на примере.
 Пример 16. Решите уравнение x2 + 2x – 3 = 0.

Решение Способ 1. Вычислим дискриминант этого уравнения: 
[image: image56.wmf](
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. Следовательно, по формуле корней квадратного уравнения можно сразу получить, что 
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Способ 2. Решим пример, выделением квадрата двучлена.
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Способ 3. Решим уравнение по теореме Виета. 
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Способ 4. Решим квадратное уравнение по второму чётному коэффициенту.
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Ответ: 1, −3
Как мы видим квадратное уравнение можно решить разными способами. рассмотрим также случай, когда квадратное уравнение не имеет корней и имеет один корень.
Пример 17. Решите уравнение x2 + 6x + 9 = 0.
Решение Вычисляя дискриминант этого уравнения, получим, что D = 0 и, следовательно, это уравнение имеет один корень 
[image: image62.wmf]3
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. Однако можно поступить проще, заметив, что в левой части данного уравнения стоит полный квадрат: 
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. Отсюда равенство x = –3 получается сразу.

Ответ: x = –3
Пример 18. Решите уравнение x2 + 2x + 17 = 0.
Решение. Вычислим дискриминант этого уравнения: D = 22 – 4 · 17 = –64 < 0. Следовательно, данное уравнение действительных корней не имеет.

Ответ: решений нет
В своих примерах я показала различные способы решения квадратных уравнений, сколько корней имеют квадратные уравнения в том или ином случае.

3.3. Дробно-рациональное уравнение
Дробно-рациональные уравнения являются следующим по сложности типом стандартных уравнений.

Определение 9. Дробно-рациональным алгебраическим уравнением называется уравнение вида 
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Выражение 
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 - имеет смысл только в том случае, если выполняется условие 
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Значит, дробно-рациональное уравнение 
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 имеет решение при условии 
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Для решения дробно-рациональных уравнений существует алгоритм.

1. Найти общий знаменатель дробей, входящих в уравнение.

2. Заменить данное уравнение уравнением с целыми коэффициентами, умножив его на общий знаменатель.

3. Попытаться решить полученное уравнение с целыми коэффициентами.

4. Исключить из его корней те, которые обращают в нуль общий знаменатель.

5. Записать ответ.

Пример 19.  Решите уравнение
[image: image71.wmf](
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Решение. Общий знаменатель дробей, входящих в уравнение, есть 
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. Последнее уравнение сводится к квадратному уравнению 
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. Подставляя эти числа в общий знаменатель дробей исходного уравнения, убеждаемся, что при 
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Ответ: 
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При решении данного примера показано применение алгоритма представленного мной.

3.4. Уравнение, содержащее модуль
Определение 10. Модулем числа называется само число, если оно положительно, либо число –х, если число х отрицательно. Обозначение: 
[image: image84.wmf]x
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Формальная запись этого уравнения такова: 
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Самый распространённый, а иногда и единственно возможный метод решения уравнений с модулем – раскрытие модуля согласно определению: 
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Пример 20. Решите уравнение |x – 1| = –2x.
Решение. По определению модуля: 
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Говорят, что выражение под модулем меняет свой знак в точке х=1, поэтому множество чисел разбивается на два числовых промежутка:

а) при 
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, то решение не принадлежит рассмотренному промежутку, т.е. не является корнем уравнения.

б) при 
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Поскольку 
[image: image95.wmf]1
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, то найденное решение принадлежит рассмотренному промежутку, и значит, является корнем уравнения.
Ответ: х=-1
Данный вид рассмотрен мной самостоятельно, найден в справочной литературе. На примере я показала, как решается уравнение такого вида.

3.5. Линейное уравнение, содержащее параметр
Определение 11. Уравнение вида 
[image: image96.wmf],
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 где    k  и    p  - выражения, зависящие только от параметров, а x – неизвестное, называется линейным относительно х
Приведем уравнение к виду: 
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Если 
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Если  
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Существует два способа решения линейных уравнений с параметром : аналитический, графический.

Пример 21. Решим уравнение аналитическим способом: 
[image: image104.wmf](
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Решение. Это уравнение является линейным  относительно х. Оно имеет смысл при  любых действительных значениях параметра а.
Приведя его к виду 
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Заметим, что при а=1 оно принимает вид: 
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, т.е. решением его служит любое действительное число.

При  а = -1 уравнение имеет вид 
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, т.е. не имеет решения. 

При а ≠ ±1 уравнение имеет единственное решение: 
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Алгоритм решения линейного уравнения с параметром.

1. Приводим уравнение к виду линейного.

2. Записываем коэффициенты k и p.

3. Находим контрольное значение параметра (k=0).
4. Исследуем решение линейного уравнения относительно контрольного значения.
Данный вид уравнения также рассмотрен мной, выделен алгоритм решения. На примере мной показано как применяется алгоритм решения.

4. В каких областях встречаются уравнения?
1) С помощью уравнений можно посчитать баланс солённой воды в море.

Соленость вод моря, как важнейший фактор среды в значительной мере прямо и косвенно определяет состояние экосистемы моря. Азовское море относится к солоновато водным водоемам и по существу представляет собой большую зону смещения речных и черноморских вод. Для характеристики многолетних изменений солености были рассчитаны ее среднегодовые значения. Водный баланс считается уравнением.

 Уравнение водного баланса Азовского моря выглядит следующим образом: 
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 - сток рек, 


[image: image111.wmf]Voc

- осадки, выпадающие на поверхность моря, 
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- приток воды из Черного моря, 
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- приток воды из залива Сиваш, 
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- испарение с поверхности моря, 
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- сток Азовской воды в Черное море, 
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- разность между приходной и расходной частями баланса.

2) С помощью уравнения можно посчитать среднее местное солнечное время, если известно истинное солнечное время

Разность между средним и истинным солнечным временем равна разности прямых восхождений истинного и среднего Солнца. Часто уравнение времени определяют как разность истинного и среднего времени; в этом случае оно имеет противоположный знак, что нужно иметь в виду, что при пользовании  уравнения время непрерывно меняется. Это обусловлено тем, что истинное солнечное время, измеряемое часовым углом истинного солнца, течёт неравномерно вследствие, во-первых, неравномерности движения Земли по орбите и, во-вторых, наклона к экватору. Поэтому уравнение времени получается в результате сложения двух волн приблизительно синусоидальной формы и почти равной амплитуды 

[image: image118.png]


Одна из этих волн имеет годичный, другая – полугодичный периоды. Четыре раза в году, а именно: около 16 апреля, 14 июня, 1 сентября и 25 декабря уравнение времени равно нулю и достигает 4 раза наибольшего значения (по абсолютной величине): около 12 февраля + 14,3 мин, 15 мая – 3,8 мин, 27 июля + 6,4 мин и 4 ноября – 16,4 мин. С помощью уравнения времени может быть найдено среднее местное солнечное время, если известно истинное солнечное время, определённое по наблюдениям Солнца, например, с помощью солнечных часов; при этом пользуются формулой: m = m0 + h, где m – среднее время, m0 – истинное время, h – уравнение времени. Значения уравнения времени на каждый день даются в астрономических ежегодниках и календарях..
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График уравнения времени:
1 — составляющая уравнения времени, определяемая неравномерностью движения Земли по орбите; 

2 — составляющая уравнения времени, определяемая наклоном эклиптики к экватору; 

3 — уравнение времени.

Вопрос. В каких областях ещё  применяются уравнения?

На основании уравнений химических делаются расчёты, необходимые в лабораторной и заводской практике.

Например, зная, что при горении метана в кислороде образуются вода и двуокись углерода, можно сразу написать химическое уравнение этой реакции: CH4 + 2O2 = 2H2O + CO2.
На практике часто применяются различные упрощённые способы уравнительных вычислений.  В геодезической практике как при строгом, так и при упрощённых уравнительные вычисления широко используются главным образом два способа уравнивания: способ условных измерений и способ посредственных измерений.
В своей исследовательской работе я показала, что уравнения применяются в различных областях науки и техники, поэтому умения решать уравнения в дальнейшем помогут найти своё призвание в профессиональной деятельности, требующей использовать точные науки.
 
 

Заключение

Перед написанием исследовательской работы в проекте мной были поставлены цели и задачи. Считаю, что цели и задачи достигнуты мной частично, так как данная тема может иметь продолжение, т.к. эта тема обширная по содержанию.
В исследовательской работе обоснована необходимость формирования навыков решения уравнений  на этапе процесса обучения. Рассмотрены некоторые виды уравнений и общие приёмы преобразования. Зная данные методы, можно выполнить упрощение уравнений, что приводит к очевидности дальнейшего решения. Знания по данному материалу в дальнейшем поможет при подготовке к сдаче экзаменов.
Нами были сделаны выводы, что уравнения важны и в жизни, они применяются в различных областях. Например, на основании химических уравнений делаются расчёты, необходимые в лабораторной и заводской практике, с помощью уравнений можно посчитать баланс солённой воды в море, с помощью уравнения можно посчитать среднее местное солнечное время, если известно истинное солнечное время. 
Для изучения данного материала нами был использован электронный ресурс, различные справочники, научная литература.
 Над проектом  я работала 2 месяца. Работа над проектом проходила в 5 этапов:

· Формулирование темы исследования;
· Обсуждение плана работы, источников информации;
· Оформление исследовательской работы;
· Подготовка отчетной презентации и информационных буклетов, выпуск бюллетеня;
· Защита полученных результатов и выводов.
Приложение (карточки, презентация, тесты, буклеты
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